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Рассматривается методика компьютерного моделирования процесса уплотнения некомпактного материала из титаново-
го сырья. Для описания реологического течения деформируемой массы использована модифицированная модель теку-
чести Друкера–Прагера. Показано, что при идентификации принятой модели с точностью, приемлемой для инженерных 
расчетов, целесообразно использовать вспомогательную кривую на основе лемнискаты Бернулли, что позволяет снизить 
количество экспериментов, необходимых для построения кусочно-гладкой кривой текучести Друкера–Прагера. Иссле-
дован процесс пластической деформации ячейки представительного объема отсева титановой губки в различных напря-
женно-деформированных состояниях. Для улучшения формуемости некомпактного титансодержащего сырья использо-
ван эффект пластифицирования, связанный с увеличением количества пластичной β-фазы при легировании водородом. 
На основе теоретических и экспериментальных исследований выявлено, что легирование водородом позволяет получить 
более плотную заготовку при неизменных температуре и усилии прессования по сравнению с традиционной технологией 
уплотнения титановой губки. Установлено, что равномерность распределения относительной плотности по осевому се-
чению заготовки увеличивается при дополнительном легировании водородом. Показана удовлетворительная сходимость 
результатов компьютерного моделирования и экспериментального исследования процесса компактирования титановой 
губки в закрытой пресс-форме.
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Berezin I.M., Nesterenko A.V., Zalazinskii A.G. 
Identification of modified Drucker-Prager yield condition and modeling of plasticized titanium raw 
material compaction

A computer simulation technique for the process of non-compact titanium raw material compaction is considered. The modified 
Drucker–Prager plasticity model is used to describe the rheological flow of strained material. It is shown that it is advisable to use 
an auxiliary curve based on the Bernoulli lemniscate for the identification of the accepted yield model with accuracy acceptable 
for engineering calculations. It allows reducing the number of experiments required to build piecewise smooth Drucker–Prager 
yield curve. Plastic deformation of representative volume element of titanium sponge screening in various stress-strain states 
was studied. The plasticizing effect related to the increase of plastic β-phase while hydrogen alloying was used to improve the 
formability of non-compact titanium raw materials. Based on theoretical and experimental studies, it was found that the hydrogen 
alloying provides a denser workpiece at constant temperature and compression force compared to the traditional compression 
technology of titanium sponge. It is shown that the uniformity of the relative density distribution in the axial section of the workpiece 
increases with the additional hydrogen alloying.
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Материал и эксперименты

В качестве объектов исследования использова-

ны частицы отсева титановой губки марки ТГ-ОП-1, 

содержащей согласно ТУ 1715-484-05785388-2005 

следующие примеси, мас.%: 0,24 Fe, 0,064 Mg, 

0,025 Ni и 0,041 Cr, а также газы в количестве, 

мас.%: 0,089 Cl, 0,007 N, 0,041 O и 0,007 C. Грану-

лометрический состав соответствовал частицам  

размерами от 2 до 5 мм. Гидрирование проводи-

лось методом термодиффузии в вакуумной уста-

новке типа Сивертса до концентрации 0,5 мас.% H. 

В качестве источника чистого водорода исполь-

зовался дигидрид титана. Содержание водорода 

в титане определялось по изменению давления в 

калиброванном объеме реактора и контролирова-

лось весовым методом.

Наводороженная и ненаводороженная губки 

компактировались на гидравлическом прессе в 

замкнутом цилиндрическом контейнере ради-

усом R = 10 мм при давлении 1000 МПа и темпе-

ратуре 325 °C. Высота насыпки титановой губки 

составляла H = 56 мм, начальная относительная 

плотность ρотн = 0,52. Выбор температуры компак-

тирования 325 °C обусловлен тем, что в титане с 

содержанием 0,5 мас.% H наблюдается выделение 

β-фазы, способствующей снижению сопротивле-

ния деформации и деформационного упрочнения. 

Фактическая плотность брикета определялась по 

результатам измерения геометрических размеров 

и взвешивания. Теоретическая плотность ком-

пактного титана без водорода составляла ρтеор =

= 4540 кг/м3, а легированного 0,5 мас.% H, по дан-

ным [6], — 4340 кг/м3.

После компактирования поверхность брикетов 

подвергалась минимально необходимой механи-

ческой обработке. Визуальный осмотр позволяет 

Введение

Работы, направленные на снижение стоимости 

технологий порошковой металлургии титана, ве-

дутся и в России, и в зарубежных странах. В част-

ности, для снижения стоимости исходных матери-

алов используют сравнительно недорогие отсевы 

титановой губки, механолегированные сплавы на 

основе дешевых порошков титана, стружечные 

отходы, порошки, полученные переработкой от-

ходов промышленного производства. В указанном 

направлении реализован инновационный проект 

Национальной академии наук Украины, резуль-

таты которого опубликованы в статье [1]. Для 

улучшения формуемости некомпактных Ti-со-

держащих сплавов целесообразно использовать 

эффект пластифицирования титана, связанный с 

увеличением количества пластичной β-фазы при 

легировании водородом [2—5]. В результате уда-

ется снизить температурно-силовые параметры 

и время воздействия на такие материалы при их 

формовании. При этом водородное легирование 

носит временный характер, и после операции пла-

стического деформирования водород удаляется 

путем отжига в вакууме.

Возможности современных пакетов инженер-

ного анализа позволяют исследовать влияние 

различных технологических аспектов на свойства 

продукции без проведения дорогостоящих произ-

водственных экспериментов. Компьютерное мо-

делирование открывает перспективы для совер-

шенствования процессов уплотнения порошко-

вых материалов путем подбора оптимальных схем 

напряженно-деформированного состояния еще 

на стадии разработки технологии производства. 

Однако математические модели, заложенные в 

такие расчетные системы, как Ansys, Abaqus и др., 

требуют определения входящих в них внутренних 

коэффициентов, количество которых может быть 

достаточно большим.

Процедура идентификации параметров усло-

вия текучести уплотняемых материалов вызы-

вает значительные трудности, связанные с необ-

ходимостью использования дорогостоящего обо-

рудования и созданием адекватной методики про-

ведения экспериментов. Поэтому целью данной 

работы являлась разработка методики иденти-

фикации условия текучести для моделирования 

процессов пластического деформирования неком-

пактного титансодержащего сырья, подвергнутого 

термоводородной обработке.

Рис. 1. Брикеты титановой губки 

после компактирования

а – гидрированная титановая губка; б – губка без водорода
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отметить более плотную поверхность гидрирован-

ного брикета (рис. 1, а), на которой менее заметны 

границы отдельных частиц спрессованной губки. 

Подробное описание экспериментального иссле-

дования влияния водородного легирования на 

свойства брикетов, полученных из титановой губ-

ки, приведено в работе [7].

Методика идентификации 

условия текучести

Для описания реологического течения титано-

вой губки использована модифицированная мо-

дель текучести Друкера—Прагера (Modified Dru-

cker—Prager cap model), также известная как DPC-

модель, реализованная в программном комплек-

се Abaqus [8]. Составная кусочно-гладкая кривая 

текучести Друкера—Прагера описывается уравне-

ниями

  

(1)

Здесь τ — интенсивность касательных напряже-

ний, σ — среднее нормальное напряжение, d — 

предельное сопротивление срезу, β — угол накло-

на прямолинейного участка f1 к гидростатической 

оси. Функции состояния материала c, m и n могут 

быть выражены как

  

(2)

где pb — предел текучести на всестороннее сжатие, 

R — эксцентриситет эллиптического участка, α — 

коэффициент, пропорциональный радиусу скруг-

ления между участками f1 и f3.

Идентификация параметров принятой модели 

текучести предполагает проведение серии экспе-

риментов для неспеченных заготовок одинаковой 

исходной плотности [9—16]: 

— одноосное сжатие цилиндрических брике-

тов;

— радиальное сжатие тонких цилиндрических 

образцов;

— сжатие в закрытой пресс-форме;

— изостатическое прессование. 

Сложность методологии их реализации при-

водит к попыткам отыскать более простые спо-

собы идентификации кривой текучести. В част-

ности, составную кусочно-гладкую кривую те-

кучести Друкера—Прагера можно аппроксимиро-

вать функцией с меньшим количеством внутрен-

них переменных и использовать такой прием для 

идентификации параметров исходной модели. 

Известно, что поверхность нагружения уплот-

няемого материала может быть представлена в 

виде тела вращения относительно гидростатиче-

ской оси, образованной лемнискатой [17]. В дан-

ной работе введено модифицированное уравнение 

лемнискаты Бернулли, позволяющее аппрокси-

мировать кривую течения для пластически-сжи-

маемого материала:

  (3)

где τ* и σ* — интенсивность касательных напряже-

ний и среднее нормальное напряжение, представ-

ленные в безразмерной форме (τ* = τ/pb, σ* = σ/pb); 

k1—k3 — коэффициенты, принимающие значения 

k1 = 1, k2 = 0, k3 = 1 для порошкового материала 

и k1 = 2, k2 = 1/2, k3 = 1/2 для пористого; k — ко-

эффициент, приближающий лемнискату к кривой 

текучести Друкера—Прагера.

На рис. 2 показано качественное сравнение гео-

метрической интерпретации модифицированно-

го условия текучести Друкера—Прагера и кривых 

в виде лемнискаты на плоскости τ*—σ*. Отметим, 

что предел текучести на всестороннее растяже-

Рис. 2. Качественное сравнение геометрической 

интерпретации модифицированного условия 

текучести Друкера–Прагера (сплошные линии) 

и аппроксимирующей кривой в виде лемнискаты 

(штриховые)

1 и 2 – порошковый материал; 3 и 4 – пористый материал
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ние отсева титановой губки принимается равным 

нулю, так как сцепление между частицами в на-

чальном состоянии отсутствует и материал неком-

пактен. Видно, что кр. 1 и 2 пересекаются в следу-

ющих точках: 

т. Д — предел текучести на всестороннее рас-

тяжение; 

т. Е, лежащая на пересечении прямолинейного 

участка кривой Друкера—Прагера и лемнис-

каты; 

т. В — предел уплотнения;

т. Г — предел текучести на всестороннее сжатие. 

Аналогично кр. 3 и 4 пересекаются в точках А, 

Б, В и Г. Для однозначной идентификации пара-

метров исходной модели при условии, что предел 

текучести на всестороннее растяжение отсева ти-

тановой губки в исходном состоянии равен нулю, 

необходимо провести только 2 эксперимента: 

сжатие в закрытой пресс-форме и изостатиче-

ское прессование. Следует отметить, что в данной 

работе рассматривается только процесс уплот-

нения, следовательно, напряженное состояние 

в деформируемом материале будет соответство-

вать точкам, лежащим внутри эллиптического 

участка ВГ, где кривые, заданные уравнением (3) 

и DPC-моделью, близки друг к другу. Это позво-

ляет сделать вывод о возможности применения 

такого технического приема для определения ко-

эффициентов исходной кривой текучести Друке-

ра—Прагера.

Наряду с уменьшением количества необходи-

мых экспериментальных точек при построении 

кривой текучести существует возможность заме-

нить трудоемкие физические эксперименты ими-

тационным моделированием с применением ос-

новополагающих принципов механики структур-

но-неоднородных тел [18]. Суть данного подхода 

сводится к определению точек, необходимых для 

построения кривой текучести, путем моделирова-

ния пластической деформации ячеек представи-

тельного объема на основе применения численных 

методов. Схема нагружения ячейки представи-

тельного объема показана на рис. 3.

Имитационное моделирование выполнено для 

процесса деформирования 1/8 части ячейки пред-

ставительного объема и рассмотрены два случая: 

изостатическое прессование и сжатие в закры-

той пресс-форме. Ячейка деформировалась путем 

жесткого нагружения — перемещения Δhi поверх-

ностей, имитирующих воздействие окружающих 

ячейку соседних частиц. Диаметр ячейки состав-

лял D = 2 мм, относительная плотность материала 

при выбранной схеме упаковки частиц ρотн = 0,52; 

модуль Юнга E = 112 ГПа и коэффициент Пуассо-

на v = 0,34. 

Кривые деформационного упрочнения тита-

на при испытаниях на сжатие показаны на рис. 4. 

Скорость деформирования ячейки υ = 2 мм/с. Си-

лы трения между площадками контакта ячейки 

и вспомогательными поверхностями не учиты-

вались. Перемещение материала деформируемой 

ячейки ограничено плоскостями 1—0—2, 1—0—3 и 

2—0—3. Для решения задачи использована систе-

ма конечно-элементного анализа Abaqus, сетка ко-

нечных элементов — C3D8R, количество элемен-

тов — 1000 шт.

Результаты моделирования 

и их обсуждение

На рис. 5 показано распределение интенсивно-

сти напряжений (σi) в 1/8 ячейки представитель-

ного объема наводороженной титановой губки при 

всестороннем равномерном сжатии и значениях 

Рис. 3. Схема нагружения 1/8 части ячейки 

представительного объема титановой губки

Рис. 4. Кривые деформационного упрочнения 

титана при температуре 325 °С и концентрации 

водорода 0 (1) [19] и 0,5 мас.% (2) [20]
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объемной пластической деформации εv
pl = 0,28 и 

0,56, найденных по уравнению 

εv
pl = ln(V0/V),  (4)

где V0 = 1 — первоначальный объем ячейки пред-

ставительного объема, V — ее объем после дефор-

мации.

В результате имитационного моделирования 

пластического деформирования ячейки предста-

вительного объема получены значения главных на-

пряжений σ1, σ2 и σ3 для процессов изостатического 

прессования и сжатия в закрытой прессформе ти-

тановой губки. Далее определены значения интен-

сивности касательных напряжений (τ) и среднего 

нормального напряжения (σ) при различных значе-

ниях объемной пластической деформации (εv
pl). 

На рис. 6 показаны кривые в виде лемнискаты 

при относительной плотности материала ρотн = 

= 0,713. Точки, полученные путем имитационного 

моделирования пластической деформации ячейки 

представительного объема и обозначенные знаком 

«», соответствуют напряженному состоянию все-

стороннего равномерного сжатия, а знаком «•» — 

напряженному состоянию компактирования в за-

крытой пресс-форме. Уравнение лемнискаты для 

титановой губки без водорода (кр. 1) имеет вид

  (5)

а для содержащей 0,5 мас.% H (кр. 2) — 

  (6)

Для определения эволюции кривых текучести 

построены зависимости объемной пластической 

деформации (εv
pl) от всестороннего равномерного 

давления (p), полученные в ходе имитационного 

моделирования деформации ячейки представи-

тельного объема (рис. 7).

На основе построенных лемнискат определены 

коэффициенты кривой текучести Друкера—Пра-

гера для титановой губки с относительной плот-

ностью ρотн = 0,52 (табл. 1), необходимые для моде-

лирования процесса компактирования.

Для описания упругих характеристик пористо-

го материала при компактировании использованы 

следующие зависимости: 

vпм = vρотн,  

(7)

Eпм = Eρотн.

Рис. 5. Распределение интенсивности напряжений в 1/8 ячейки представительного объема 

при εv
pl = 0,28 (а) и 0,56 (б)

Рис. 6. Кривые в виде лемнискаты 

для титановой губки при температуре 325 °С 

и концентрации водорода 0 (1) и 0,5 мас.% (2)
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Здесь Eпм, E и vпм, v — соответственно модуль Юн-

га и коэффициент Пуассона пористого и беспори-

стого материалов. 

Данные зависимости коррелируют с резуль-

татами исследования упругих характеристик по-

ристых материалов, приведенных в работе [17]. 

Использована модель внешнего трения Амонто-

на—Кулона при коэффициенте трения μ = 0,2.

На рис. 8 показано распределение плотности 

в сечении компактируемой заготовки из титано-

вой губки при достижении давления прессования 

pпр = 1000 МПа. В горизонтальном направлении в 

слое, прилегающем к деформирующему инстру-

менту, плотность повышается от центра к пери-

ферии, тогда как в слое, находящемся на дне кон-

тейнера, наоборот, она возрастает от периферии к 

центру. Разница между максимальными значения-

ми плотности по высоте прессовки для титановой 

губки без водорода составляет 4,3 % (рис. 8, а), а 

для содержащей 0,5 мас.% H — 1,4 % (рис. 8, б). 

Неоднородное распределение плотности по 

объему брикета обусловлено затратой усилия ком-

пактирования на преодоление внешнего трения 

прессуемой массы о контактирующие с ней по-

верхности элементов пресс-формы. Видно, что 

в случае наводороженной титановой губки (см. 

рис. 8, б) брикет получается более плотным. При 

этом область с плотностью, близкой к теоретиче-

ской (ρтеор = 4340 кг/м3), занимает не менее 50 % от 

общей площади сечения брикета. Можно сделать 

вывод о том, что операция легирования водородом 

позволяет получить более плотную заготовку при 

неизменных температуре и усилии прессования.

Сравнение результатов моделирования и экспе-

римента по определению относительной плотно-

сти брикетов из титановой губки, спрессованных 

под давлением 1000 МПа при температуре 325 °C, 

приведено в табл. 2. Отклонение средних значе-

ний ρотн, полученных путем моделирования и экс-

Таблица 2. Экспериментальные и расчетные значения 

относительной плотности брикетов 

из титановой губки

CH, мас.%

0 0,965 0,973

0,5 0,978 0,993

Таблица 1. Коэффициенты кривой текучести 

Друкера–Прагера для титановой губки

CH, мас.% β, град R εv
pl |0 α K d, МПа

0 70 0,23 0 0,05 1 1

0,5 64,5 0,256 0 0,05 1 1

Примечание. Значения коэффициентов R, εv
pl |0, α и K 

приведены в безразмерной форме.

Рис. 7. Зависимость объемной пластической 

деформации от всестороннего равномерного 

давления при температуре 325 °C 

и концентрации водорода 0 (1) и 0,5 мас.% (2)

Рис. 8. Распределение плотности по осевому сечению спрессованной заготовки 

при температуре 325 °C и содержании водорода 0 (а) и 0,5 мас.% (б)
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перимента, не превышает 2 %, что позволяет сде-

лать вывод об удовлетворительной сходимости ре-

зультатов исследования.

Заключение

Разработана методика идентификации модифи-

цированной модели текучести Друкера—Прагера, 

позволяющая заменить трудоемкую процедуру про-

ведения физических экспериментов на использова-

ние аппроксимирующей кривой в виде лемнискаты 

и имитационного моделирования пластического 

деформирования ячейки представительного объе-

ма. Для определения эволюции кривых текучести 

построены зависимости объемной пластической де-

формации от всестороннего равномерного давления. 

Осуществлено моделирование процесса ком-

пактирования титановой губки при температу-

ре 325 °C и концентрации водорода 0 и 0,5 мас.%. 

Значения средней относительной плотности бри-

кетов, полученные с помощью компьютерного 

моделирования, удовлетворительно согласуются с 

экспериментальными результатами процесса ком-

пактирования титановой губки. При этом погреш-

ность не превышает 2 %.
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