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Аннотация: Показаны основные способы оценки деформированного состояния металлического каркаса пористых тел, 
разработанные разными авторами, на основе анализа условий текучести и определяющих уравнений, применения прин-
ципа эквивалентных деформаций и напряжений, а также изучения кинетики деформации материала в процессе прессо-
вания. Выведены формулы, позволяющие определить компоненты тензора деформаций материала частиц порошка через 
диады, как скалярные произведения векторов базиса сопутствующей системы координат в каждый момент деформации 
пористых формовок. Экспериментально обоснована целесообразность использования разработанных аналитических 
выражений для оценки деформированного состояния материала частиц, если известны параметры векторов смещения 
представительных элементов (макродеформаций) пористых заготовок. Установлены области применения известных ана-
литических выражений, показано, что предложенные формулы могут быть использованы для оценки деформированного 
состояния материала частиц при обработке давлением порошковых изделий разной конфигурации и проектировании за-
готовок с заданными пористостью и геометрическими параметрами, что является основой для составления программных 
алгоритмов при компьютерном моделировании процесса горячей штамповки пористых формовок.
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Abstract: The paper describes main methods for assessing the deformed state of porous body metal frames developed by 
different authors based on the analysis of yield conditions and governing equations, using the principle of equivalent strains 
and stresses, and studying the kinetics of metal strain during pressing. Formulas were derived to determine the components 
of the powder particle material strain tensor through dyads, as scalar products of the basis vectors of the convected coor-
dinate system at each moment of porous molding strain. The expediency of using the analytical expressions developed to 
determine the deformed state of the particle material was experimentally substantiated subject to the known displacement 
vector parameters of representative elements (macrostrains) of porous billets. The applications of well-known analytical 
expressions were established, and the proposed formulas proved applicable for the deformed state assessment of particle 
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metal during the pressure processing of powder products of different configurations and designing billets with a defined po-
rosity and geometric parameters as a basis for compiling software algorithms for the computer simulation of porous molding 
hot stamping.

Keywords: tensely-deformed state of metal, strain tensor components, deformation degree, powder billet, hot stamping, 
molding.
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Введение

На структурообразование и, соответственно, 

механические, физические и эксплуатацион-

ные свойства горячештампованных порошковых 

материалов влияют: химический состав, энер-

госиловые параметры, технологические схемы 

формования, скорость и температура деформа-

ции, виды и режимы последующего термомеха-

нического воздействия и др. [1—3]. Поэтому для 

прогнозирования свойств материалов, проекти-

рования формовок и расчета технологической 

оснастки при горячей или холодной штамповки 

порошковых изделий необходимо определить на-

пряженно-деформированное состояние [4—8]. 

Для его оценки при прессовании пористых тел 

применяют различные методы: анализ условий 

текучести [8, 9] и составление определяющих 

уравнений [10]; использование принципа экви-

валентных деформаций [11—13]; изучение ки-

нетики деформации частиц [14]; моделирование 

процесса уплотнения изделий различной конфи-

гурации [15] и др. Во всех случаях особенность 

поведения деформируемого пористого тела под 

действием приложенной нагрузки описывают 

на основе комбинаций таких фундаментальных 

свойств, как прочность, упругость, вязкость, 

пластичность и ползучесть. 

Цель данной работы — обобщить известные 

аналитические и экспериментальные методы 

определения деформированного состояния мате-

риала при горячей или холодной штамповке пори-

стых формовок, оценить их адекватность и обла-

сти применения.

Расчетное определение 

напряженно-деформированного 

состояния материала 

при уплотнении пористых тел

Вычисляя диссипативную энергию через сред-

неквадратичные скорости деформации и коэф-

фициент вязкости металлической фазы для слу-

чая одноосного растяжения или сжатия пористых 

сред, автор [16] предложил определять изотроп-

ную часть деформации материала частиц по сле-

дующим формулам:

  (1)

  (2)

где Θ0, ϑ0 и Θ, ϑ — соответственно начальные и 

конечные относительные плотность и пористость 

формовки.

Выражения типа (1) и (2) могут быть исполь-

зованы для определения среднеквадратичных де-

формаций в случае, когда при прессовании изме-

няется только объем пористого тела в результате 

уплотнения, т.е. если величина  является функци-

ей пористости.

В основе уравнений состояния пластически де-

формируемой пористой среды лежат условия пла-

стичности и упрочнения, а также ассоциирован-

ный закон течения [9, 10, 16—19 и др.]. Они имеют 

следующий вид: 
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(3)

где К — модуль объемного сжатия; σср — среднее 

напряжение; sij — девиатор напряжений; Т и Г — 

интенсивности соответственно касательных на-

пряжений и деформации сдвига; εи и σи — интен-

сивности деформации и напряжений; σij — тензор 

напряжений; δij — символ Кронекера. 

Уравнения (3) неоднозначны, т.е. могут быть 

использованы для определения напряженного со-

стояния, если известны εij. Для этого необходимы 

дополнительные соотношения Г = f (T), которые 

можно получить из условий текучести пористых 

тел [18—20]. В частности, для пористых сред, по-

лагая, что в пространстве напряжений вектор 

приращения деформации направлен по нормали 

к поверхности текучести, ассоциированный (с ус-

ловием пластичности) закон течения имеет следу-

ющий вид:

3J2 + αJ1
2 = βτs, (4)

где J1 и J2 — первый и второй инварианты тензора 

напряжений. 

Параметры пористости α и β в формуле (4) свя-

зывают напряжения и деформации, их можно оп-

ределить из уравнений

  

(5)

Для оценки α и β необходимо установить ха-

рактерные закономерности изменения плотности 

каждого представительного элемента деформации 

пористых заготовок в каждом конкретном случае 

[20—24 и др.]. 

В процессе обработки давлением пористых за-

готовок важнейшую роль играет условие пластич-

ности, которое в сочетании с определяющими 

уравнениями позволяет рассчитать напряженное 

состояние пористого тела по известным компо-

нентам тензора деформаций и скоростей деформа-

ций [8, 24—29]. 

В работах [10, 30—35 и др.] показано, что для 

пластически уплотняемого тела с поверхностью 

нагружения в виде эллипсоида напряжения σij мо-

гут быть выражены через скорости деформаций eij:

  

(6)

Анализ области применения и эксперимен-

тальная проверка уравнений типа (6), а также спо-

собы определения параметров α, β, ϕ, ψ приведены 

во многих работах [11, 12, 33—36 и др.]. 

Особое место в механике пористых тел занима-

ет принцип эквивалентности, согласно которому 

все свойства металла в микрообъемах совпадают 

со свойствами макроскопического беспористого 

материала или его представительного элемента 

[11—13, 35 и др.]. Для установления эквивалентных 

характеристик пористых тел есть различные под-

ходы [11—14, 31, 36 и др.]. Например, для идеально-

пластического тела 

  
(7)

Выражение (7) можно использовать для опре-

деления эквивалентной деформации, если еср и Ге 

известны как функции координат и времени, т.е. 

должны быть заданы компоненты тензора скоро-

стей деформации eij. 

Функции пористости α и β (ϕ и ψ) оказывают раз-

личное влияние на напряженно-деформированное 

состояние материала. Так, функция α(ϕ) учитывает 

влияние среднего напряжения и совместно с функ-

цией β(ψ) позволяет получить истинные механиче-

ские характеристики материала. Величины α и β 

зависят от способов получения материала, размеров 

и форм частиц порошков и т.д. [4, 9, 14, 35, 36]. По-

этому для оценки воздействия указанных факторов, 

а также размеров и формы пор для разных матери-

алов предложено вводить постоянные параметры m 

и n [8, 11, 36]. В этом случае условие пластичности 

пористых тел имеет следующий вид:

  (8)

С учетом принципа эквивалентности установ-

лено, что эквивалентное приращение пластических 

деформаций для изотропного тела составляет [11]:

 
(9)
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где dεi — главные компоненты приращения плас-

тических деформаций пористого тела.

По деформационной теории пластичности по-

ристых материалов связь между напряжениями и 

деформациями в соответствии с принципом экви-

валентности имеет следующий вид [11]:

  (10)

Формулы (9) и (10) позволяют определить 

усредненные значения деформации материала для 

однородного деформированного тела при различ-

ных схемах уплотнения и обработке давлением 

пористых заготовок, если известны dεi, εij, σэкв, а 

также α, β, m и n. Поскольку последние параме-

тры изменяются непрерывно в процессе дефор-

мации, то для оценки деформированного состо-

яния металла необходимо иметь дополнительные 

функции. Наиболее простыми и обоснованными 

являются предложенные в работе [35] следующие 

функции пористости:

  (11)

Широкое распространение получили также 

расчеты с использованием α и β в следующем виде 

[20, 21, 35 и др.]:

  (12)

Однако величины m и n нужно определять для 

каждого материала экспериментально, и они су-

щественно зависят от реологических характери-

стик пористых тел. Особенности определения m и 

n для некоторых металлов приведены в моногра-

фиях [11, 35 и др.]. 

Для определения усредненной степени относи-

тельной пластической деформации частиц при хо-

лодном статическом прессовании порошков автор 

[14] предложил формулу

  (13)

где β0 — относительный объем насыпки; εn
l =

= lnβ0Θ — относительная деформация прессовки 

вдоль направления прессования; εn
k = lnβ0 — при-

веденная относительная деформация прессовки 

при Θ = 1; εl — относительная степень деформации 

частиц по нормали к поверхности межчастичных 

контактов. Вычисленное по формуле (13) значе-

ние εl при Θ = 1 составляет 13,9 %.

Для оценки деформированного состояния ма-

териала при горячей штамповке пористых фор-

мовок предложено использовать подвижную си-

стему координат, координатные линии ξ i которой 

совпадают с линиями, соединяющими центры 

трех любых ближайших контактирующих частиц 

и проходящими через центры соответствующих 

межчастичных контактных поверхностей (рис. 1). 

На основе положений механики сплошных сред 

получена формула для вычисления компонент 

тензора деформации металла (в окрестности, на-

пример, межчастичной контактной поверхности) 

следующего вида:

  

(14)

где dai — ребро грани «представительного» элемен-

та пористого тела до деформации;  — проекции 

вектора перемещения выбранного узла этого эле-

мента на исходные (неподвижные) координатные 

линии (z = i, j, k);  — проекция вектора пере-

мещения выбранной точки на межчастичной кон-

тактной поверхности на i-ю координатную ли-

нию ξ i сопутствующей системы с вектором базиса 

до  и после  деформации (рис. 1).

Коэффициент κ в выражении (14) зависит от 

угла ϕi нормального контактного взаимодействия 

i-го контакта частицы формовки. В зависимости от 

формы частиц ϕ– = 40÷60° [14], а среднее значение 

κ  2/3. Для малых деформаций из выражения (14) 

имеем

  (15)

  

(16)
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В формулах (15) и (16)

где nк
м — число контактов, приходящееся на ка-

ждую частицу порошка; Θ и Θ0 — соответствен-

но текущая и исходная относительная плотность 

пористой заготовки; Θн —насыпная плотность 

порошковой шихты; Rr — среднестатистический 

радиус частиц порошка.

Для вычисления степени деформации матери-

ального волокна εм
ij в центре частиц порошка по-

лучены следующие выражения:

  

(17)

  

(18)

При этом εм
11

 вычисляем по формуле (15), по-

скольку координатная линия ξ i проходит через 

центры частиц и контактной поверхности.

Недиагональные компоненты тензора εм
ij в этом 

случае можно вычислить, используя следующее 

выражение:

  

(19)

Если заданы направляющие косинусы (ni) вы-

бранного волокна частицы в начальном или ко-

нечном сопутствующих базисах координат, то для 

материальных волокон связь между εм и εм
ij в любой 

системе отсчета имеет следующий вид:

  

(20)

Подставляя значения εм
ij, вычисленные по фор-

мулам (15)—(19), в выражение (20), можно опреде-

лить степень деформации любого материального 

волокна частиц порошка в окрестности межчас-

Рис. 1. Схема деформации частиц металла в зоне контакта в двухмерных моделях 

при уплотнении пористых заготовок

Fig. 1. Deformation diagram of metal particles in the contact zone in two-dimensional models at porous billet 

consolidation
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тичной контактной поверхности или в конкрет-

ных частицах порошка представительного эле-

мента. 

Экспериментальное исследование 

деформированного состояния 

материала при обработке давлением 

пористых порошковых заготовок

Для экспериментальной оценки степени де-

формации материала применительно к горячей 

штамповке пористых формовок использовали мо-

дели из уложенных и насыпанных в пресс-фор-

му свинцовых шариков диаметром 2,4 и 3,6 мм с 

учетом того, что в температурном интервале 15—

30 °С по своим пластическим свойствам свинец в 

известной степени моделирует сталь при ее горя-

чей обработке давлением.

Исследования показали, что при деформации 

моделей с насыпанными шариками число контак-

тов, приходящихся на один шарик (nк), возрастает 

линейно с увеличением относительной плотности: 

nк(Θ) = nк
мΘ, где nк

м — среднестатистическое чис-

ло контактов, приходящихся на одну частицу, при 

100 %-ной плотности порошкового изделия. На-

пример, при относительной плотности ~0,7÷0,72 

имеем nк
м = 6÷7, а если Θ > 0,8÷0,9, то возникают 

новые точечные контакты и их среднестатистиче-

ское число достигает 12—14. В дальнейших расче-

тах примем nк
м  12.

Поскольку при деформации используемых мо-

делей , а , то из 

выражений (15)—(19), находим

  

(21)

Подставляя значения εм
ij, вычисленные по фор-

муле (21), в выражение (20), определяли относи-

тельную степень деформации заданного мате-

риального волокна шарика. В частности, для во-

локна длиной Ri0, совпадающего с координатной 

линией ξ i и равного по модулю радиусу шарика до 

деформации, имеем

  

(22)

В работе [37] были предложены более простые 

формулы для вычисления εм
R при одноосной де-

формации пористой формовки в замкнутой обла-

сти:

  (23)

где εпр — относительная степень деформации 

прессовки.

Вычисленные величины относительной дефор-

мации материального волокна εм
R при Θн = 0,61 и 

nк
м = 12 приведены на рис. 2. Из него следует, что 

значения εм
R, определенные по формуле (1), значи-

тельно больше, чем экспериментально-расчетные, 

а рассчитанные по формуле (13) — существенно 

меньше. Поэтому при получении формовок про-

стой конфигурации для определения степени де-

формации материальных волокон частиц, совпа-

дающих с линиями, соединяющими их центры и 

проходящими через центры контактных поверх-

Рис. 2. Влияние относительной плотности формовки 

на степень деформации εм
R, 

вычисленную по разным формулам

1 – формула (1); 2 – (2); 3 – (23); 4 – (22); 5 – (13)

Fig. 2. Effect of relative molding density on deformation 

degree εм
R calculated by different formulas 

1 – formula (1); 2 – (2); 3 – (23); 4 – (22); 5 – (13)
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ностей, могут быть использованы формулы (2), 

(22) или (23). 

Для экспериментального определения дефор-

мированного состояния материала пористого 

тела применяли также порошковые формовки, 

полученные прессованием шихты из железного 

порошка ПЖ2М3, со вставленными в определен-

ной плоскости медными цилиндриками высотой 

2,00—2,20 мм и диаметром 1,3 мм. Схема распо-

ложения цилиндриков в шихте после холодного 

прессования (ХП) и горячей штамповки (ГШ) по-

казана на рис. 3. Формовки разной пористости 

спекали при температуре 950 °С в течение 30 мин. 

Часть из них уплотняли на копре после нагре-

ва в камерной печи (950 °С, 10 мин) с приведен-

ной работой 220 МДж/м3. Остаточная пористость 

всех образцов после ГШ не превышала 1,0—1,5 %. 

Спеченные и горячештампованные образцы раз-

резали вдоль плоскости расположения медных 

цилиндриков, шлифовали и полировали. Высоту 

цилиндриков измеряли на оптическом микроско-

пе при увеличении 20—50. 

Истинную и относительную степень деформа-

ции медных цилиндриков определяли по следую-

щим формулам:

  (24)

где h0, hx, hг — высота цилиндриков соответствен-

но до и после ХП и ГШ; εх
h, εг

h, εс
h — степень дефор-

мации после ХП, ГШ и суммарная деформация 

относительно их исходной высоты h0.

Значения относительной степени деформации 

материала (волокон) частиц порошка железа после 

холодного прессования рассматриваемых моделей 

(Θн = 0,29), вычисленные по формулам (1), (2), (13) 

и (22), приведены на рис. 4. При остаточной пори-

Рис. 3. Схемы расположения и значения степени деформации медных цилиндриков в образцах

а – при установке; б – перед ХП; в – после ХП и спекания; г – после ГШ

1 – матрица, 2 – шаблон, 3 – нижний пуансон, 4 – медный цилиндрик

Геометрические размеры указаны в мм

Fig. 3. Layout diagrams and deformation degree values for copper rods in samples

а – at installation; б – before cold pressing; в – after cold pressing and sintering; г – after hot stamping

1 – matrix, 2 – template, 3 – lower punch, 4 – copper rod

Geometrical dimensions are in mm

a

в

г

б
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стости прессовок в пределах 25—40 % значения εм 

для медных цилиндриков, определенные экспери-

ментально (см. рис. 4, кр. 2), и для частиц порошка, 

вычисленные по формулам (13) и (22) (рис. 4, кр. 1 

и 3), отличаются незначительно.

C увеличением исходной пористости спечен-

ных формовок с 13 до 37 % относительная степень 

деформации осей цилиндриков после горячей 

штамповки, определенная экспериментально, воз-

растает с 0,12 до 0,3 (рис. 5, кр. 3). Суммарная сте-

пень деформации (после ХП и ГШ) при этом изме-

няется в пределах 0,29—0,31 (рис. 5, кр. 4). 

Сравнивая значения степени пластической де-

формации медных цилиндриков, определенные 

экспериментально (рис. 5, кр. 3), и для частиц по-

рошка железа (рис. 5, кр. 2), вычисленные по фор-

мулам (20) и (21), видно, что расчетные величины 

εм  в пределах погрешности измерений адекватны 

экспериментальным. Значения степени деформа-

ции частиц порошка железа, вычисленные по 

формуле (13) (см. рис. 5, кр. 1), значительно ниже, 

чем экспериментальные (кр. 3), а значения εм, рас-

считанные по формуле (2) (см. рис. 5, кр. 5), суще-

ственно больше их. 

Таким образом, для определения степени де-

формации материала частиц пористых формовок 

при горячей или холодной штамповке изделий 

различной формы рекомендуется использовать 

формулы (15)—(20), если заданы приращения мак-

родеформации, или формулу (21) в случае, когда 

конфигурации пористых заготовок и получаемых 

изделий мало отличаются.

Заключение

Проведен анализ известных методов определе-

ния напряженно-деформированного состояния 

при прессовании порошков и обработке давле-

нием порошковых формовок. Предложены фор-

мулы для определения деформированного состо-

яния материала частиц при горячей или холодной 

деформации пористых формовок, позволяющие 

прогнозировать структуру и свойства изделий, по-

лучаемых методами ГШ, определять напряженное 

состояние в заданной зоне пористого тела в соот-

ветствии с деформационной теорией пластично-

сти с учетом условий пластичности и, используя 

диаграммы деформирования, проектировать по-

ристые заготовки и реализовывать новые цифро-

вые технологии. На их основе можно составлять 

программные комплексы для определения энер-

госиловых параметров при расчете штампов и 

средств технологического оснащения.
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